Matematik 3c — Bra saker att kunna med Geogebra

Allmanna grejer:

Al.
A2.
A3.
A4.
AS.
A6.
A7.
A8.

A9.

Skriva in de fyra rdknesatten.

Skriva in decimaltal

Skriva upphdijt till i inmatningen

Skala om x-axeln och y-axeln var fér sig och zooma in och ut.

Hantera funktioner.

Hitta skarningspunkter mellan funktioners grafer, eller med koordinataxlarna
Losa ekvationer med kommandot Lés.

Kunna hitta nollstallen

Lasa fast punkter pa grafer.

A10. Kunna hantera glidare

Lite mer matematik 3c-grejer:

B1.
B2.
B3.
B4.
BS.
B6.
B7.

B8.

Kunna derivera funktioner.

Kunna rakna ut funktionsvarden och derivator vid specifika x-varden

Plocka fram tangenter i specifika punkter

Hitta extrempunkter till funktioner (t.ex. vid Max/min-problem).

”Speciella punkter”

Losa triangelsatser-ekvationer, eller derivataekvationer med kommandot Los
Kunna bestamma véardet av integraler.

Kunna bestamma primitiva funktioner.



Al. Skriva in de fyra rdknesatten
Raknesatten kan klickas fram, men det ar stor fordel rent tidsmassigt att lara sig
skriva dem via tangentbordet.

Plus och minus fas via ett direkt knapptryck pa respektive tangent:

Plus
b= -5+3—-4+7-2
— -1
Skift  Del Minus
Ganger fas via "*” som sitter bredvid ENTER-knappen:
c=3-4(-2)
Tryck pa SHIFT och *
samtidigt — 24
Skift De’
Division fas via ”/” som sitter pa samma knapp som 7
5
Tryck pa SHIFT och 7 3+4+2

>
7“ igt 5
9

ARGr Ctrl <

Svaret skrivs i brakform.
Onskar man decimaltal, tryck p& knappen till héger =~ 0.56



A2.

Skriva in decimaltal

Alla decimaltal skrivs i Geogebra med PUNKT, och alltsd INTE KOMMA

Exempel:

LOsning:

Berdkna 4,5 3,9

Skriv ”4.5*%3.9” (se G1 for hur man skriver *)
a=45.39
‘<\\ OBS!! PUNKT

. 17 . 55 INTE KOMMA!!

Alltsa galler att 4,5 - 3,9 = 17,55



A3. Skriva upphdijt till i inmatningen
Att skriva "upphdijt till” gors valdigt ofta. Det kan goras genom klickning, men kan med
fordel goras via tangentbordet med hjalp av ”A” som gors via SHIFT och knappen med ” A ”

4 »

Exempelvis, om ” 3x* ” ska skrivas in galler:

3)(1 < Markéren i nedsankt lage!

Tryck pa SHIFT och

samtidigt
Skift  Del
3)(I < Markoéren i upphdjt lage!
< Skriv in exponenten

Tryck en gang pa hogerpil for
att sanka ned markéren.

Markéren i nedsankt lage!

A

3x7




A4. Skala om x-axeln och y-axeln var for sig och zooma in och ut.

Ofta behover man fa en battre uppfattning om en graf dn standardinstéllningen,
(T.ex. sa kan hela eller viktiga delar av grafen vara utanfor bild)

Da behover man kunna justera visandet av koordinatsystemet efter behov.

4

:_‘

Klicka nagonstansi
koordinatsystemet

RO RS
!

f rn
(]

Hall inne SHIFT och tryck pa
piltangenterna samtidigt.

Hoger och vanster skalar
om x-axeln

Upp och ned skalar om
y-axeln

Zoomning kan ocksa goras via ikonerna i koordinatsystemet.

Aterstaller s& att zoompunkten &r i
mitten, och sa att axlarna ar pa standard
(-5 till 5 pa x-axeln och -3 till 3 pa y-axeln)

Zoomar in mitt i bilden

Zoomar ut mitt i bilden



A5. Hantera funktioner

Funktioner skrivs in genom att skriva in sjdlva funktionsuttrycket.
Da ges funktionen ett namn enligt namnprincipen f, g, h osv

Exempel 1: For funktionen f galler att f(x) = 5x — 4.
Bestdam vardet av f(12)

Skriv in sjalva funktionsuttrycket. Nar du trycker Enter
ges funktionen sitt namn

bx — 4 f(x) = 5x—4
Samtidigt dyker dess &
graf uppi 20
koordinatsystemet
A
(SemeriG7) —
Skriv det du vill berikna, o &
I detta fall £(12) f(12) a
-20
— b6 f

Alltsa ar f(12) = 56

Exempel 2: En boll kastas rakt upp.
Bollens hojd 6éver marken, h meter,
efter tiden, t sekunder,
ges av sambandet

h=115t—491t%>+ 1,2

Pa vilken hojd ar bollen efter 1,5 sekunder?

| formeln heter variabeln t, vilket ar en variabel som funkar att anvanda i Geogebra, men dr man
osdker pa vilka variabelnamn som funkar kan alltid variabeln x skrivas in, dvs i detta fall:

11.5x — 4.91x* + 1.2 *
10
Tryck Enter och funktionen far ett namn,
ft
och dess graf dyker upp i koordinatsystemet —0mo—ow—}p /\ Qo
2 4
g(x) = 11.5x —4.91x* +1.2 y Q
-10 .

Héjden efter 1,5 sekunder = g(1.5) g(l 5)

— 14

Bollens hojd ar 7,4 meter efter 1,5 sekunder



A6. Hitta skdrningspunkter mellan funktioners grafer, eller med koordinataxlarna

For att hitta skarningspunkter mellan tva olika grafer eller mellan grafer
och koordinataxlarna anvands kommandot Skdrning(Objekt, Objekt)

Svaret av detta blir den eller de punkter dar graferna mots.

Detta kan t.ex. anvandas for att |6sa ekvationer. Da ar det dock bara x-vardena som soks.

Exempel: Los ekvationen x* + 4x + 2 = x + 4
Skriv in respektive sida av ekvationen som en egen funktion.

Anvand sedan ” Skarning ( de bada funktionernas namn skiljda med komma) ” (se bild)

f(x) = x> +4x+2 N ! /
B

g(x) = x+4 4

Skarning(f, g)

— A = (-3.56, 0.44) )
— B = (0.56, 4.56) : A
_4 -2 0 2
4g -2

Ekvationens |6sningar ar
x; = —3,56

x, = 0,56

Fortsattning pa nasta sida.



A6. Hitta skdrningspunkter mellan funktioners grafer, eller med koordinataxlarna - fortsattning
Vill man hitta skarningspunkter med axlarna heter dessa “xAxeln” och ”yAxeln”
(notera att det spelar roll att A:et ar stort — annars funkar det inte):
OBS! Skdrning med koordinataxlarna dr ett av kommandona som ingdr i “Speciella punkter” (se B5)

Exempel: Var skar funktionen f(x) = 8x — 5 x-axeln?
O f(x) = 8x—5 =N 10

A = Skarning(f, xAxeln) :

— (0.63, 0) 0 12

+ Inmatningsfalt... /
—1N

Kommandot Skarning finns ocksa klickbart via en av menyerna hogst upp.

XA LD @O LN 2 b

=4— 'A/)(b'GG

.A Punkt

Punkt pa objekt

‘,/. F&st / Lossa Punkt

A
°

X Skarning mellan tva objekt | €——
. * Mitt- eller medelpunkt

.Z Komplext tal

Skarning mellan tva objekt
Valj skarningspunkt eller tva objekt efter varandra

Klicka da pa de tva grafer (eller koordinataxlar) som ska skédra varandra, och Geogebra
”skriver” ratt kommando i inmatningen.



A7. Losa ekvationer med kommandot Los
Ekvationer kan I6sas genom att anvanda kommandot
Loés( Ekvation )

Lattast brukar vara att forst skriva in ekvationen.
Da far ekvationen ett namn pa formen “Ekv1”, "Ekv2”, "Ekv3” osv

Exempel 1: L6s ekvationen 5x —8 =3 — 2(x — 5)

Skriv in ekvationen precis som den star (dvs inklusive lika med tecknet)
bx —8 = 3 —2(x—5)
Tryck Enter och ekvationen far ett namn.

Ekvl: 5x—8 =3—-2(x—5)

For att |6sa ekvationen, skriv Lés ( ekvationens namn ). | detta fall:
Los(Ekvl)

— {x =3}

Ekvationens l6sning ar x = 3

Exempel 2: Los ekvationen 12 - 1,45% = 75

LA}

Ekv2: 12 * 1.45"x = 75

3 = Lés(Ekv2)

C —In(4)+2 In(5)  NLse(ERy
- {X = in(20) — In(4) - In(S)} . 13 = NLos(Ekv2)

f ~ {X = 493}
Detta (groteska) svar ar det

exakta svaret, men oftast
soks ett ungefarligt varde...

..tryck da pa denna ikon

Ekvationens l6sning ar x = 4,93



A8. Kunna hitta nolistéllen

Anvdnd antingen kommandot “Rot(Funktion)”

OBS!! Detta ligger éven inbyggt i “Speciella punkter” (se B5) +

fx) =x>+4x—6

Rot(f)
— A =(-5.16, 0)

— B = (116, 0)

=N

Finns ocksa klickbart:

5 (A DO

fi

30

20

...eller anvdnd Skérning

Skarning(f, g)
— A =(-5.16, 0)

— B =(1.16, 0)

A B
Py
8 s 4 2 0 / 2 4
Z10
-_— i
- 30
20
10
g A B
5 s 4 2 0 / 2 4
“10

o™ Punkt

@ Punkt pa objekt

{’. Fast / Lossa Punkt

X Skarning mellan tva objekt
. Mitt- eller medelpunkt

.Z Komplext tal

Notera att nollstéllena endast ér x-vérdena, dvs i detta fall: x; = —5,16 och x, = 1,16

Onskas exakta svar pa nollstillena kan kommandot ”Lés(Ekvation)” anvindas

11 = Los(f = 0)

— {X:—m—Q,sz—Q} E \

I1 = NL&s(f = 0)

~ {x= —-5.16,x = 1.16}

—

mellan exakta och

. / ungefarliga svar

Anvands for att vaxla



A9. Lasa fast punkter pa grafer.

Kommandot Punkt( Objekt )

f(x) = 5 4+ 1 N 5
A = Punkt(f) : 4
— (1.04, 2.68) ®
3 A

A blir en flyttbar punkt
(flytta den genom att halla in musen och dra, eller trycka pa ”Play”-pilen)
som alltid kommer ligga pa grafen.



A10. Kunna hantera glidare
Skriv in glidarens namn genom att ange en bokstav (eller ett ord)
k=1 =N
5 e—— 5 ®
m=1 :
5 el u— 5

Skriv in en formel som innehdller glidarna.

k=1 =/
m =1 :
-5 * 5

f(x) =kx+m
— 1x+1

Genom att dndra pa glidarna kommer linjens utseende dndras

s

k=1.5 =n/ ARANEE.
m=05 ,
m=0.5 : o
-5 * 5 1
f(x) =kx+m /
—4 -3 -2 -1 0
— 15x+056 /

Onskar glidarnas grénser dndras kan man klicka pé grénserna.

——

&

...och skriva in nya vérden. Stegléingd = hur tétt virdena stegas fram.

m=0.5

<m< 5 Steglangd



B1. Kunna derivera funktioner.

Anvdnd antingen kommandot “Derivera(Funktion)”

f(x) = +2x*+4x+1

Derivera(f)

— 3>+ 4x+4

...eller skriv f~’

f(x) = x> +2x3+4x+1

For att skriva ”prim”-apostrofen
anvands”’”

Skift Del

f!
— 3x°4+4x+4




B2. Kunna rdkna ut funktionsvarden och derivator vid specifika x-varden
Varje gang man skrivit in funktioner far dessa namn ( se A5)
Exempelvis. Skriver man in ” x3 + 2x? + 4x + 1 ” ges denna funktion ett namn:
Vill man berékna funktionsvérden eller derivatavdérden skrivs:
Funktionens namn ( x-vdrdet )

Funktionens namn ’ ( x-vérdet )

f(x) = x> +2x*+4x+1
'\

Funktionens namn = f

a—=f(2
( ) y-vardetddax = 2
— 25 (blir i detta fall 25)
¢!
b=f (2) derivatandax = 2
— 24 (blir i detta fall 24)

For att skriva “prim”-
apostrofen anvands ” " ”

/N Skift Del

R




B3. Plocka fram tangenter i specifika punkter
Kommandot Tangent( Punkt, Funktion )

(Det funkar bade med bara x-vdrden, eller med punkter)
f(X) — e0.5>< +1 N
g : Tangent(1,f) :

— y=0.82x + 1.82

5
4
3

f 1

3 /b I



B4. Hitta extrempunkter till funktioner (t.ex. vid Max/min-problem). (A0

—1 &

+ .A Punkt

Kommandot Extrempunkt( Polynom ) Finns ocksa klickbart via:
[:*\ Punkt pa objekt
OBS!! Detta ligger inbyggt i “Speciella punkter” (se B5) & Fast/Lossa Punkd
X Skarning mellan tva objekt

Exempel: Bestam minsta vardet av funktionen

1007w
f(x)=T+2x x>0

.t : Mitt- eller medelpunkt

.Z Komplext tal

NExlrempunkt
NNDI\SI%IIEH
Skriv in funktionen 100pi Enter 100
, , p+2>4—>f(x): +2x
(  kan skrivas med pi ) X X
Anpassa fonstret sa extrempunkten o) @
syns (Se A4 for detaljer)
(detta ar egentligen inte alltid nodvandigt,
men det underlattar kanske forstaelsen) ~
100 .
Q-
0 20 40 60 80 0
Skriv
Extrempunkt(f])

"Extrempunkt (f) ”

l Enter

@ Extrempunkt(f, —5.7323,99.7425)
20
— A = (0, -18745137551.103)
10 ﬁ
— C = (12.5331, 50.1326)
e O
a
I 20 40 60 80

Det minsta vardet dr 50,13 som fasda x =~ 12,53

OBS! Extrempunkt-kommandot ger dven maxpunkter, men det var inte
aktuellt i detta exempel.



BS5.

”Speciella punkter”

Speciella punkter dr bara ett klickbart kommando fér att “automatiskt” hitta:

Extrempunkter ( se B4)
Skdrning med koordinataxlarna ( se A3)

Nollstdllen ( se A8)

Exempel: Bestam alla ”"Speciella punkter” till:
fx)=x3>+4x*—20x+8

Skriv in funktionen:

3 +4x2—20x+8

l Enter

f(x) = x> +4x>—20x+8

Klicka pa dessa tre punkter

f(x) = x> +4x2—20x+8 Speciella punkter

Kopiera input

Radera
wrs . ” Instéllningar
Valj ”Speciella punkter 9
f(x) = x*+4x* —20x+8 Y =
. D

. Rot(f : °
() (f) 80

— A =(-7.014, 0)
— 60
©  —~ B=(04438,0)

40
@
@ - c=(25703 0)
. 20 -

.() Extrempunkt(f) ‘ ‘A ® -B -C

— D = (-4.2393, 88.4854) ® -+ 2 0 o3
@ : -20
© = E= (15726, -9.6706)

-40

— F = Skarning(f,yAxeln)
p g

— (0’ 8) : -60

Ofta ar "Speciella punkter” mer info dn vad som soks, men 6nskas nagon av de tre
sakerna (nollstallen, extrempunkter, skarning med y-axeln) var for sig, kan dessa
skrivas in (se respektive punkt for detaljer)



B6.

Losa triangelsatser-ekvationer, eller derivataekvationer med kommandot Los

Kommandot ”Los” ar redan presenterat under A7, men har ar mer fokus pa
att understryka anvandbarheten i tva stycken typiska matte 3c-situationer:

1) Ekvationer skapade av triangelsatserna

2) Ekvationer relaterade till derivata

Exempel 1: Figuren visar en triangel.
Bestam vinkeln x

Cosinussatsen ger foljande ekvation:

(fraga din mattelarare for detaljer) 41

27?2 =412 +36%2 —2-41-36 - cos (x)
27

Skriv in ekvationen som den star

Glom inte parentesen efter cos!
(OBS! Ibland behover man skriva dit ett gradtecken efter x:et

Gradtecken skrivs med
Alt+0

(eller genom att skriva deg)

ARGr ¢ SZENI B

27° = 41% +36° — 2 - 41 - 36 cos(xY)

Tryck Enter, och ekvationen far sitt namn, i detta fall Ekv1:

Ekvl: 272 = 41% + 36 - 2 * 41 * 36co0s(x°)

Skriv ”L6s (Ekv1) ”

11 = Los(Ekvl)

~ {x ~ —(180 cos (%)) - 180 cos *(2%) }E

m T

Och tryck pa “"Ungefar lika med”-knappen for att fa numeriska svar:
{x = —40.4018,x = 40.4018}

Att det blir flera svar beror pa definitionen av sin och cos enligt
enhetscirkeln. Valj det svar som stammer in pa situationen. | detta fall

x ~ 40,4°

(]



B6. Losa triangelsatser-ekvationer, eller derivataekvationer med kommandot Los - fortsattning

Exempel 2: Bestam de x for vilka funktionerna
f(x)=x3—2x—20chg(x) =x2+02x—4

har samma lutning

Skriv in funktionerna var for sig...

f(x) — x> —2x—-2

g(x) = x*+02x—4

Och sedan”Los (f'=g")”

Los(f’' = g)

/N Skift Del

R

OBS!! Ibland kan Los-kommandot For att skriva ”prim”-apostrofen
vid dessa problem krangla och bara visa 2anvands”’”
"?I’

Los da genom skdrning med derivatagraferna!
(Rita upp f’ och g’, och hitta deras skarningspunkter ( se A6 ))

Om det fungerar ger det exakta svar:

11 = Los(f(x) = g'(x))

- —/190 +5 L V190 +5 =
- n 15 B 15

Soks ungefarliga svar, tryck pa “Ungefar lika med”-knappen,
{x = —0.5856,x = 1.2523}

Detta innebar att vid dessa x-varden har de
bada graferna samma lutning.

-1 0 1

I

-’

~—]

\
\
\
\
|
\
\
\
\
\
\
1
[



B7.

Kunna bestaimma vardet av integraler.
Integraler bestams med kommandot

Integral(Funktion, Fran, Till)

Exempel: En sprintlépare springer ett hundrameters lopp.
Under hennes forsta 3 sekunder kan funktionen

f(x) =2,2x* - 0,1x3
beskriva hastigheten som hon springer med.

f ar hastigheten i meter /sekund efter x sekunder.

2

Berdkna J. f dx och tolka resultatet.
0

Borja med att skriva in funktionen: 2_2)(2 — 0. 1)(3‘

Det ger funktionen ett namn. L y) 3
| detta fall f f(x) = 22x*—0.1x
Skri

" Integral(f, 0, 2)

Integral(f, 0, 2)

Svaret kommer bade nedanfér och som en utritad
integral i koordinatsystemet:

f(x) = 2.2x*—0.1x N
H 5
a = Integral(f,0,2) ‘
— 5.4667 = 9.4667
£ N v

Integralens varde ar = 5,47

Det innebar i detta fall att sprintern — enligt denna modell - hunnit 5,47 meter
de forsta 2 sekunderna.



BS8.

Kunna bestamma primitiva funktioner.
En primitiv funktion fas med kommandot
Integral(Funktion)

(dvs samma kommando som integraler, men utan att ange grénserna)

Exempel: For en funktion giller att f'(x) = 2x3 + 6 ochatt f(3) =5

Bestam f(x)

Primitiv funktion till f &r f.
Skriv darfor in den givna f* funktionen: 2X —|— 6|

(bry dig inte s@ mycket om namnet den far i Geogebra,
utan har ar fokus pa att hitta dessa primitiv funktion)

f(x) = 2x°+6
Skriv (X) X+

"Integral (f) ”

Integral(f)

Har finns tva mojligheter. Antingen svarar Geogebra med en glidare
som ska representera konstanttermen hos den primitiva funktionen

(ofta kallat C) eller ibland sker det inte alls.

g
fx) = 2x*+6 =1V 20

g(x) = Integral(f) .

1 4
_.§x+6x /‘
AN
f7 0 Y

Primitiv funktion

Ndsta steg ar att hitta vardet pa C som gor att f(3) = 5.

Det kan goras pa massvis med satt, exempelvis med kommandot L0Os,
eller genom glidare. (eller genom att I6sa for hand)
Har visas en variant med "L8s”.

a= g(?’) (bestammer forst det “nuvarande” vardet
117 dax =3)
- 2 x* 107
f(x) = 7 + 6x — T

Il = Lés(a+x = 5)

mycket som ska adderas for att det
istallet ska bli 5)

och later Geogebra svara pa hur
—107) 8 P
— X =
2



Det finns sa klart fler kommandon som kan vara anviandbara, inte minst att jobba i det symbolhanterande
CAS-laget, som underldttar komplicerade algebraiska situationer, men det far tas upp i ett annat dokument
for den som ar intresserad.

Vid funderingar, kontakta Mattias pa

mattias.djurvall@umea.se

073 7171 552


mailto:mattias.djurvall@umea.se

