Komplexa tal - de Moivres formel

de Moivres formel ar egentligen mest ett resultat av réknereglerna for
multiplikation vid komplexa tal skrivna i polar form.

Multiplikation

Absolutbeloppen multipliceras
Argumenten adderas

Exempel: (3, 20°)-(4,50°)=(3-4,20°+50°) = (12, 70°)

"Upphdjt till" &r egentligen bara upprepad multiplikation, vilket innebar att t.ex
(3, 20°)* motsvarar ( 3, 20°)-( 3, 20°)-( 3, 20°)-( 3, 20°) = (3:3:3-3, 20°+20°+20°+20°)

Kombineras dessa bada saker for ett generellt komplext tal, z, skrivet i polar form
fas de Moivres formel:

(|zl,argz )" =(|Z| || ... |2z| ,argz+argz+ ... +argz)=(|z| ",n-argz)
_\,_/ N—— |

Vs

n st n st

"n stycken arg z"

"Om ett komplext tal skrivet i polar form hdjs upp med n kommer svaret bli
ett komplext tal vars absolutbelopp fas som ursprungstalets upphdjt med n
och vars argument fas som ursprungstalets gangrat med n "

(|zl,argz)"=(|z|", narg z)

Exempel:  For talet zgéller att z = 2(cos(40°) + i - sin(40°))
Bestam z°

Losning:  Skrivsattet z = 2(cos(40°) + i - sin(40°))
innehaller information om saval avstand som vinkel, enligt:

z = 2(cos(40°) + i - sin(40°))

Absolutbeloppet Argumentet
|z| =2 argz=40°

Saledes kan Z ocksa skrivas zZ= (2, 40°)

7= (2, 40°)5T(25,5-40°)=(32, 200°)

de Moivres formel:

"avstandet hojs upp, vinkeln gangras"



Ekvationer av typen z' = w

Inom ekvationslosning av potensekvationer med heltalsexponenter

galler en viktig princip - namligen att ekvationen har lika manga
l6sningar som exponenten.

Exempelvis
7z =1 ———— upphojttill 5 —— 5 st I6sningar
7 =2+i

——— upphgjttill 3 ——— 3 stl0sningar

z'= (4,20°) — upphojt till' ¥  ———17 st I6sningar
For att hitta dessa I6sningar galler foljande strategi:

I Skriv om hégerledet pa poléar form

IT Anvand tanket med de Moivres formel fast baklanges
for att hitta forsta lI0sningen

III Laésningarna pa dessa ekvationer ar alltid symmetriskt placerade
kring origo - alla har samma avstand, men vinkeln varierar.

Ta fram vinkeln mellan I6sningarna, 0 , genom tanket:
360°

antal 16sningar

IV Ta fram de aterstaende Idsningarna genom att utga fran forsta Iésningen
och sedan successivt lagga till vinkeln mellan.



Exempel: Hitta alla Idsningar till ekvationen Z = 32i

Losning: I  Skrivom hdgerledet pa polar form

32i t
32{ o0 §(32,90)

IT Anvand téanket med de Moivres formel fast baklanges
for att hitta forsta I6sningen

7 =(32,90°)

Anta att z ar ett komplext tal med avstandet r och vinkeln v
Da galler att:

de Moivres formel ( r,v )i = ( 32, 900)
"avstandet héjs upp,
vinkeln gangras” Q( 5 Sv ) = ( 32, 900)

Jamfor nu Anden for sig,
ochwvinklarna for sig.

=32 — s r=332=2
5v=90° —— v=90%%5=18°

Den forsta 16sningen till ekvationen ar

z,=(2,18°)

III Ta fram vinkeln mellan I6sningarna, o , genom téanket:
360°

~ antal 16sningar

Eftersom det ar upphdjt till 5 finns fem I6sningar.
Saledes blir vinkeln mellan tva I16sningar:

_360°

o= =72°

IV Ta fram de aterstaende Idsningarna genom att utgé fran férsta
I6sningen och sedan successivt lagga till vinkeln mellan.

Forsta I6sningen: z, = (2, 18°)

Vinkeln mellan: o = 72°

Alla 16sningar: 7z, = (2, 187)
) +72°

7,=(2,90°) &
) +72°
z,=(2,162°) [
o7
z,=(2,234°) &



Grafisk tolkning av I6sningarna
till ekvationer av typen z' = w

For de komplexa talen Z som Iser ekvationer av typen Z' = w géller:
Antal I6sningar ar detsamma som exponenten, n

Alla |6sningar &r symmetriskt placerade pé en cirkel kring origo.

Exempel:
| det komplexa talplanet till hger
visas lésningarna till ekvationen

7 =(27,50°)
For dessa galler:

De ar totalt 3 stycken

Alla har avstandet ¥27 = 3 - - 1209 1 2 3

Mellan 2 narliggande I8sningar ar det
360/3=1420°

Den forsta l16sningen har vinkeln
50°/3=16,7°

Exempel:

Figuren visar ett komplext talplan
med alla I6sningar pa en ekvation.

Ange ekvationen.

Ldsning: Alla I16sningar ligger symmetriskt Ekvationen har formen
placerade kring origo. 7 Z'=w
Antal I6sningar ar fyra stycken :> n=4

En av I6sningarna ar

z=1(2,20°)

Hojs den upp med 4 fas: @ w = (16, 80°)
(2*,4-20°) = (16, 80°)

OBS! Det blir samma svar fér vilken I6sning

man &n valjer, efter att man tagit bort 360° fran vinkeln

Ekvationen vars I6sningar syns i bilden ar
4
z=(16,80°)
som ocksa kan skrivas...

Z' =16 cos 80°+1sin 80°)



Upphojningar vid rektangular form

Om ett tal skrivet i rektangular form ska hojas upp med en exponent som ar
storre an 2 tenderar det snabbt bli valdigt kranglig algebra.

Exempelvis (1 +1)°= (1 +i)(1 +1i)(1 +1)
...vilket blir jobbigt att utveckla.

Knepet ar att istallet skriva om talet som ska hdjas upp till polar form innan

upphdjningen sker, genomféra upphdjningen och sedan konvertera slutsvaret
tillbaka till rektangular form.

Rektangular

Skriv om talet
form som ska

Genomfor Ga tillbaka till
—p

i polar form Bini 5
héjas upp p upphdjningen rektangular form
3 3
. 0 8 0 y 0
(1 +i)° (2, 45°)° (\2,135°) 2 (cos 135°+ igin 135°)
Anvand formelbladets tabell for att hitta
exakta vérden pa cos och sin
——
5;::‘:: Vinkel v
(grader) 0° 30° | 45° | 60° | 90° | 120 135° | 150° | 180
T T T 2n 3n T 3 1 . 1
(radianer) 0 s n | 3 | B 3 T % —\/E ( - + 1 )
sinv 0 % % @ 1 @ % % 0 \/j \/i
t 0 \% 1 3 1]?1 V3| -1 —% 0
3 3
Gangra in avstandet \2 . \/i 2 2
—> och férenkla sa langt — t1 — = -\ff +i\/§ = -2+21
som méjligt. 2 \2

Alitsa galler: (1 +1)°= -2 +2i

...vilket kan bekréftas 3
av Geogebraomman  Z1 = (1 +1)
har tillgang till

digitala verktyg — -2 + 21
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